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ВВЕДЕНИЕ
   Одним из основных видов занятий по курсу теории электромагнитного поля (ТЭМП) является выполнение домашнего расчетно-графического задания. При изучении курса студенты приобретают необходимые знания о физических процессах и основных методах расчета электромагнитных полей. 

Первая часть задания по курсу ТЭМП предусматривает расчет одномерных электростатического и стационарного магнитного полей. Вторая часть задания посвящена специальным и приближенным методам расчета стационарных электромагнитных полей. Она включает в себя расчет двухмерных стационарных электромагнитных полей с помощью метода зеркальных изображений, а также расчет двухмерных электростатических полей численным методом конечных элементов  с использованием пакета ELCUT (студенческий). 
1. Задание к расчету стационарных
электромагнитных полей

1.1 Расчет одномерных стационарных электромагнитных полей

1.1.1 Электростатическое поле
Электростатическое поле в двухслойном цилиндрическом (рис.1.1) или сферическом (рис.1.2) конденсаторе создается зарядами ± q, обусловленными напряжением U между обкладками конденсатора, а также зарядами, распределенными в слоистых диэлектриках с объемной плотностью ρ1 и ρ2. 
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Определить значение коэффициента k из условия равенства нулю суммарного заряда двух​слойного конденсатора.

· Рассчитать поле в рассматриваемых областях по теореме Гаусса и уравнению Лапласа- Пуассона.

· Построить графики распределения Е, D и φ в функции радиуса.

· Рассчитать напряжение UAB между точками А и В.
· Определить емкость двухслойного конденсатора. 
· Рассчитать энергию электрического поля конденсатора.
Данные к расчету поля приведены в таблице 1.
1.1.2 Одномерное стационарное магнитное поле
Магнитное поле создается постоянными токами, распределенными с плотностью δ1, δ2 по круговым сечениям бесконечно длинных цилиндрических проводников (рис. 1.3) с различными магнитными проницаемостями.
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Рассчитать поле внутри проводников и окружающем их пространстве по закону полного тока и уравнению Лапласа-Пуассона для векторного потенциала 
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· Построить график распределения В, Н, 
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  в зависимости от радиуса.

· Рассчитать магнитный поток, пронизывающий контур квадратной рамки со стороной АВ. Положение рамки указано на рисунке. Магнитный поток определить по значению магнитной индукции и непосредственно через векторный потенциал.
· Определить энергию магнитного поля. 
Данные к расчету поля приведены в таблице 2.

1.2  СПЕЦИАЛЬНЫЕ МЕТОДЫ РАСЧЕТА ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫX  ПОЛЕЙ
  1.2.1    Метод зеркальных изображений и расчет параметров

Рассчитать, используя метод зеркальных изображений, один из параметров:

·  Индуктивность L1 (двухпроводной линии 1-1'), индуктивность L2 (двухпроводной линии 2-2' ), взаимную индуктивность М двух линий (рис.1.4). Внутренним потокосцеплением проводов пренебречь. 

· Емкость С двухпроводной линии (рис. 1.5). 

· Сопротивление R между заземлителями (рис. 1.6).

Определить дополнительно:

· Величину и направление вектора напряженности электрического поля (ЕA) в точке с координатами xA, yA (рис. 1.5), 

· Шаговое напряжение в точке A (с координатой xA) при движении в сторону ближайшего электрода (рис. 1.6). Длину шага принять 0,7 м.

Данные к расчету приведены в таблице 3.
1.2.2   Расчет двухмерных полей методом конечных элементов (с помощью программы ELCUT-студенческий).
Рассчитать численным методом электростатическое плоскопараллельное поле  в диэлектрике между электродами бесконечно длинного конденсатора,  поперечное сечение которого представлено на  (рис. 1.7 - 1.12). Величина относительной  диэлектрической проницаемости ε, геометрические размеры электродов и напряжение U между ними приведены в таблице 4.

По результатам расчета:
· Построить картину силовых и эквипотенциальных линий электростатического поля между обкладками конденсатора. 

· Определить напряженность поля в точке А с координатами (хА, уA). 
· Найти  емкость на единицу длины конденсатора.
· Определить энергию электрического поля конденсатора длиной l = 100мм. 

· Найти точки в объеме диэлектрика  с максимальной интенсивностью поля. 
· Построить график распределения потенциала и тангенциальной составляющей вектора электрической напряженности вдоль наиболее короткой силовой линии. 
Таблица1
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Таблица 4
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	3
	600

	20
	1.11
	5
	7
	5
	3
	-
	-1,5
	3
	4
	700

	21
	1.12
	1,5
	3
	7
	4
	-
	1
	2
	5
	800

	22
	1.12
	2
	4
	8
	5
	-
	1,5
	-2,5
	4
	900

	23
	1.12
	2
	3
	6
	3
	-
	1,2
	2
	3
	1000

	24
	1.12
	2
	3
	5
	3
	-
	-1,2
	2
	2
	800


2. ОБЩИЕ СВЕДЕНИЯ И РЕКОМЕНДАЦИИ 
К ВЫПОЛНЕНИЮ ЗАДАНИЯ
2.1 Расчет одномерных электромагнитных полей

2.1.1 Исследование одномерного электростатического поля
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На рис.2.1 представлено поперечное сечение двухслойного цилиндрического конденсатора бес​конечной длины. К цилиндрическим обкладкам кон​денсатора приложено напряжение U, в диэлектриче​ских средах распределены заряды с объемной плот​ностью p1 и р2 , совокупная величина которых равна нулю. Для примера будем полагать, что  
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С учетом того, что в диэлектри​ках  объемные  плотности зарядов являются функциями радиуса 
[image: image22.wmf]()
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, при определении полного заряда того или иного цилиндрического слоя необходимо в нем выделить бесконечно малый объем 
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 (рис.2.2) , в пределах которого 
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. Тогда заряд бесконечно малого объема определится соотношением 
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а полный заряд диэлектрического слоя будет равен 
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Требование равенства нулю совокупного распределенного  заряда в объеме двухслойного диэлектрика (рис.2.1) определится соотношением: 
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из которого, с учетом заданных функций распределения объемных плотностей  
[image: image28.wmf]12
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, определится неизвестный коэффициент k:
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При расчете поля необходимо иметь в виду, что  напряжение U, приложенное к конденсатору, обуслав​ливает появление на его обкладках одинаковых по вели​чине и противоположных по знаку зарядов q.                              
2.1.1.1. Расчет электростатического поля с использованием интегральных соотношений (теоремы Гаусса).
Использование теоремы Гаусса
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предполагает выбор замкнутой поверхности, в качестве которой целесообразно рассматривать по​верхность, на которой вектор 
[image: image31.wmf]E
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 либо равен нулю, либо постоянен по величине, а также либо пер​пендикулярен к поверхности, либо касателен к ней. С учетом этих рекомендаций предпочтителен выбор цилиндрической поверхности при анализе поля в цилиндрическом конденсаторе и сфериче​ской поверхности при исследовании поля в сферическом конденсаторе.
Электростатическое поле в среде с диэлектрической проницаемостью  
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Для цилиндрической поверхности радиуса ri , (рис.2.3) с осевой длиной lz теорема Гаусса мо​жет быть представлена в виде
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где 
[image: image35.wmf]св
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 —  свободный заряд внутри рассматриваемой цилиндрической поверхности.
На торцовых поверхностях вектора 
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 и 
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 взаимно перпендикулярны, поэтому
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С учетом того, что на боковой поверхности цилиндра электрическая напряженность постоянна по величине, а вектора 
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 параллельны друг другу
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Имея в виду, что в зоне с диэлектри​ческой проницаемостью 
[image: image43.wmf]1
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 заряд распре​делен с объемной плотностью ρ1, свобод​ный заряд внутри рассматриваемой ци​линдрической поверхности определится соотношением
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В результате, тождество (2) принимает вид


[image: image45.wmf]1

1

1

1

22

i

r

izz

r

Erlqrdrl

éù

êú

×p=+rp××

e

êú

ëû

ò

.                                            (4)

Из соотношения (4) следует, что электрическая напряженность в рассматриваемой зоне 
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Выражение
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позволяет определить посредством соотношения (5) характер распределения скалярного потенциала 
[image: image48.wmf]i
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 в пределах исследуемой зоны 
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где С1 – постоянная интегрирования. 
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Электростатическое поле в среде с диэлектрической проницаемостью  
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Для цилиндрической поверхности радиуса re , (рис.2.4) с осевой длиной lz теорема Гаусса представляется в виде

[image: image53.wmf]торцбок

св

2

2

q

EdsEdsEds

ss

s

=+=

e

òòò

uruururuururuur

Ñ

,

где 
[image: image54.wmf]св
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 —  свободный заряд внутри рассматриваемой цилиндрической поверхности. 
На торцовых поверхностях вектора 
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 взаимно перпендикулярны, поэтому
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С учетом того, что на боковой поверхности цилиндра электрическая напряженность постоянна по величине, а вектора 
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 и 
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 параллельны друг другу
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Имея в виду, что в зоне с диэлектри​ческой проницаемостью 
[image: image61.wmf]2
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 заряд распре​делен с объемной плотностью р2, свобод​ный заряд внутри рассматриваемой ци​линдрической поверхности определится соотношением
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С учетом (7) тождество (6) приобретает вид
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Из соотношения (8) следует
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И, как результат,
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Выражение (9) позволяет с помощью соотношения
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определить характер распределения скалярного потенциала 
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 в пределах исследуемой зоны 
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где С2 – постоянная интегрирования.

Неизвестная величина заряда q на  обкладках конденсатора может быть найдена, если выразить напряжение между обкладками через соотношения для электрической напряженности в слоистых диэлектриках 

[image: image70.wmf]3

2

12

r

r

ie

rr

UEdrEdr

=+

òò

.                                                       (10)
Выразив из тождества (10) заряд q и подставив полученное соотношение в (5) и (9), получим окончательные выражения для распределения электрической напряженности в рассматриваемых областях конденсатора.

Постоянные интегрирования С1 и С2  определяются из граничных условий:
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Примечание.
Порядок исследования с помощью теоремы Гаусса электростатического поля в сферическом конденсаторе (рис.1.2) ничем не отличается от анализа поля в цилиндрическом конденсаторе за исключе​нием некоторых особенностей. В качестве замкнутых поверхностей целесообразно выбирать кон​центричные сферические поверхности, на которых электрическая напряженность постоянна по вели​чине, а вектора 
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 параллельны друг другу. В результате, для подобной поверхности теорема Гаусса принимает вид
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При определении свободного заряда в объеме рассматриваемой сферической поверхности не​обходимо учесть, что элементарный объем, в пределах которого удельная плотность заряда 
[image: image76.wmf]r

 по​стоянна, характеризуется соотношением
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С учетом (11) тождество, вытекающее из теоремы Гаусса, (например, для среды с проницаемо​стью 
[image: image78.wmf]1
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2.1.1.2 Расчет электростатического поля в цилиндрическом конденсаторе с помощью интегральных соотношений (уравнения Лапласа-Пуассона для скалярного потенциала)
Электростатическое поле в среде с диэлектрической проницаемостью  
[image: image80.wmf]1
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 (рис.1.1) (
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Так как в рассматриваемой области имеется распределенный заряд, то поле описывается уравнением Пуассона для скалярного потенциала


[image: image82.wmf]2
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Цилиндрическая симметрия поля предполагает зависимость потенциала только от радиуса. В результате, уравнение (12) принимает вид

[image: image83.wmf]1

11

1

ddk

r.

rdrdrr

jr

æö

=-=-

ç÷

ee

èø

                                         (13)
Двукратное интегрирование уравнения (13) позволяет получить выражение для скалярного потен​циала в рассматриваемой зоне
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Электрическая напряженность одномерного поля в исследуемой зоне, найденная из выражения
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определится соотношением
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Электростатическое поле в среде с диэлектрической проницаемостью  
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Аналогично предыдущему, при оценке электростатического поля в среде с диэлектриче​ской проницаемостью 
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 рассматривается уравнение Пуассона
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или
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находится выражение для скалярного потенциала
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и, вслед за этим, определяется соотношение для электрической напряженности
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Постоянные интегрирования 
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 находятся из граничных условий:
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Примечание.
Порядок исследования одномерного электростатического поля в слоистых средах сфериче​ского конденсатора не отличается от расчета поля в цилиндрическом конденсаторе за исключени​ем того, что уравнение Пуассона для скалярного потенциала
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в сферической системе координат имеет вид:
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а электрическая напряженность определяется из соотношения
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2.1.1.3 Определение напряжения между точками А и В (рис.2.1).
Искомое напряжение может быть найдено двумя способами:

1.  
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, имея в виду, что коаксиальная цилиндрическая
поверхность в одномерном поле эквипотенциальна.

2.1.1.4 Определение емкости конденсатора

Емкость системы двух заряженных проводящих тел (в данном случае электродов конденсатора) определяется соотношением 
[image: image101.wmf].
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 Напряжение между электродами конденсатора задано условием задачи. Абсолютная величина заряда на электродах находится  из соотношения (10). Емкость конденсатора на единицу его длины (так называемая погонная емкость) определяется выражением
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 где lz –размер конденсатора вдоль 
координаты z.

2.1.1.5 Определение энергии двухслойного конденсатора

Энергия, запасенная в электростатическом поле двухслойного конденсатора, может быть найдена двумя способами:
· 
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 где  С – емкость двухслойного конденсатора.
· 
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 где 
[image: image105.wmf]12
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 - объемная плотность энергии электрического поля в каждом из слоев конденсатора.
При этом необходимо иметь в виду, что 
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 (в сферическом варианте  
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2.1.2  Исследование одномерного магнитного поля
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На рис.2.5 представлено поперечное сечение бес​конечно длинного двухслойного цилиндрического проводника вдоль которого протекает электрический ток, распределенный по сечению с различными плотностями  
[image: image109.wmf]1
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 и 
[image: image110.wmf]2
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. Для примера будем полагать, что      
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Цилиндрическая симметрия поля предопреде​ляет тангенциальную ориентацию вектора магнитной напряженности  
[image: image113.wmf]H
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 и зависимость ее величины только от радиуса.

2.1.2.1 Расчет магнитного поля с использованием интегральных соотношений
(закона полного тока). 
Использование закона полного тока

[image: image114.wmf]l
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предполагает выбор такой замкнутой линии,  в каждой точке которой вектор 
[image: image115.wmf]H
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 коллинеарен с касательной к ней и постоянен по величине. С уче​том этих рекомендаций предпочтителен выбор окружностей с центрами на оси провода. 
Магнитное поле в среде с магнитной проницаемостью 
[image: image116.wmf]1
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Для произвольной окружности радиуса 
[image: image118.wmf]i
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 (рис.2.6) закон полного тока представляется следующим образом
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Учитывая, что в зоне с магнитной проницаемостью 
[image: image120.wmf]1
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 ток распределен с плотностью  
[image: image121.wmf]1
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, суммарный ток I, про​низывающий контур рассматриваемой окружности оп​ределится соотношением
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В результате, тождество, определяемое законом полного  тока, примет вид
[image: image299.wmf] 
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Из (18) вытекает выражение для магнитной напряженности в рассматриваемой зоне проводника


[image: image124.wmf]3

1

4

i

i

kr

He.

a

=

uurr


Магнитное поле в среде с магнитной проницаемостью 
[image: image125.wmf]2
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Для произвольной окружности радиуса 
[image: image127.wmf]e
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 (рис.2.7) закон полного тока представляется следующим образом
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Учитывая, что рассматриваемый контур охватывает весь ток первого слоя и часть тока второго слоя, полный ток, пронизывающий окружность радиуса 
[image: image129.wmf]e
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  определится со​отношением
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В результате, тождество, определяемое законом полного тока для рассматрива-емой окружности, принимает вид
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                                       (19)
Из (19) определяется напряженность магнитного поля в среде с магнитной проницаемостью 
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[image: image133.wmf]1
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Магнитное поле вне проводника с током  

[image: image134.wmf](
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Окружность произвольного радиуса r, находящаяся в исследуемой области (рис.2.8), охва​тывает весь ток двухслойного проводника. Поэтому закон полного тока применительно к рассмат​риваемой окружности будет иметь следующую запись
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Дальнейшие рассуждения по определению магнитной напряженности в рассматриваемой зоне стереотипны.

2.1.2.2 Расчет магнитного поля с помощью дифференциальных соотношений (уравнения Пуассона-Лапласа).
Наличие тока в исследуемых областях предопределяет вихревой характер магнитного поля. В связи с этим, анализ магнитного поля в двухслойном проводнике осуществляется с помощью уравнения Пуассона для векторного потенциала 
[image: image136.wmf]A
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 . С учетом осевой направленности тока
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Осевая симметрия поля предопределяет зависимость векторного потенциала только от радиу​са. В результате, соотношение (20) принимает вид
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Индукция магнитного поля в рассматриваемой области может быть найдена из соотношения
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Для рассматриваемого осесимметричного поля уравнение (21) представляется выражением
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Магнитное поле в среде с магнитной проницаемостью 
[image: image141.wmf]1
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Двукратное интегрирование уравнения Пуассона для рассматриваемой области
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позволяет определить выражение для векторного потенциала
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и, вслед за этим, найти индукцию магнитного поля  
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 В любой точке пространства (в том числе и при 
[image: image146.wmf]0
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) векторный потенциал и индукция маг​нитного поля должны иметь конечные значения. Поэтому в (23) и (24) постоянную интегрирова​ния c1 необходимо положить равной нулю. Векторный потенциал определяется с точностью до произвольной постоянной. Целесообразно положить 
[image: image147.wmf](0)0
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 При этом допущении с2=0.
Магнитное поле в среде с магнитной проницаемостью 
[image: image148.wmf]2
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Уравнение Пуассона для рассматриваемой области имеет вид
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Из уравнения (25) вытекает выражение для векторного потенциала
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                                        (26)
и магнитной индукции в исследуемой зоне
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Магнитное поле вне проводника с током
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Так как в области вне проводника ток отсутствует, уравнение Пуассона для векторного по​тенциала вырождается в уравнение Лапласа


[image: image154.wmf]1

0

ddA

r.

rdrdr

æö

=

ç÷

èø

                                                      (28)
Из тождества (28) может быть найдено выражение для векторного потенциала
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и, вслед за этим, соотношение для магнитнои индукции в рассматриваемой зоне
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Неизвестные постоянные интегрирования в соотношениях (26), (27), (29), (30) определяют​ся из граничных условий (рис.2.4):
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2.1.2.3 Определение магнитного потока через квадратную рамку «A-В» (рис.2.5). 
Искомый магнитный поток может быть найден двумя путя​ми*):

1.  
[image: image158.wmf]1

ðàìêè1

A

B

rr

iABeAB

rr

BdsBdrlBdrl

s

F==+

òòò

uruur

.
2. 
[image: image159.wmf]ðàìêè

l

Adl.

F=

ò

uruur

Ñ

 
*) Примечание. 
· При отыскании магнитного потока через квадратную рамку по первому способу целесообразно исходную рамку AB заменить ее проекцией A’B на радиально-осевую плоскость (рис.2.9). Искомый магнитный поток при этом [image: image302.wmf] 
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сохраняет свое значение, а расчет его существенно упрощается. 

· При отыскании магнитного потока через квадратную рамку по второму способу необходимо иметь в виду, что векторный потенциал  
[image: image160.wmf]A
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 в любой точке исследуемого объема (рис.2.10) направлен, как и вектор плотности тока, вдоль оси провода (т.е. вдоль координаты  z). Поэтому на двух участках рамки 
[image: image161.wmf]AB

 и 
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,  расположенных в торцовых плоскостях провода, 
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, а на оставшихся участках, параллельных оси z , 
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. В связи с этим на торцовых участках 
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а на участках рамки  
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где 
[image: image173.wmf]AB
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  - осевой размер квадратной рамки, равный расстоянию между точками «А» и «В».
Так как на участках рамки, параллельных оси z , величины векторного потенциала неизменны, искомый магнитный поток определится соотношением:
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2.1.2.4 Определение энергии магнитного поля. 

Энергия, запасенная в магнитном поле цилиндрического двухслойного проводника с током, определяется соотношением:
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в котором 
[image: image176.wmf]ììì0
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 - объемная плотность энергии в каждой из сред рассматриваемого магнитного поля.
При этом необходимо иметь в виду, что 

[image: image177.wmf]222

1200

ììì0

,,

222

ie

ie

HHH

===

mmm

vvv


 а  
[image: image178.wmf]2

z

dvrldr

=p×

.                                           
2.2 Специальные методы расчета электромагнитных полей

2.2.1 Метод зеркальных изображений и расчет параметров

2.2.1.1 Определение индуктивности двухпроводной линии (Рис.2.11)
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Индуктивность 
[image: image179.wmf]0
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 единицы длины линии может быть найдена из соотношения   
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[image: image181.wmf]0
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 - магнитный поток самоиндукции, пронизывающий контур единичной длины, образованный прямым и обрат​ным проводами линии. С учетом того, что прямой и обратный проводники линии образуют один виток
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Для определения индуктивности линии достаточно задаться значением тока в проводах 
[image: image183.wmf](

)

II

*

=-

, рассчитать магнитное поле в окрестности проводов и определить магнитный поток, пронизываю​щий контур, образованный прямым и обратным проводами линии.

Поскольку в магнитном отношении среда, в которой расположена линия, неоднородна, для рас​чета магнитного поля, порождаемого токами проводов, целесообразно воспользоваться методом зеркальных изображений, учитывающим неоднородность среды посредством двух расчетных мо​делей с фиктивными токами
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                                      (31)
расположенными симметрично относительно границы раздела сред (рис.2.12)
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Результирующий магнитный поток Ф самоиндукции, пронизывающий плоскость контура,  образованного прямым и обратным проводом линии (рис.2.12а), состоит из потока 
[image: image186.wmf]1
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, пронизы​вающего часть контура, расположенную в среде 
[image: image187.wmf]1
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 (рис.2.126), и магнитного потока 
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, пронизы​вающего часть контура, расположенную в среде 
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 (рис.2.12в)

[image: image190.wmf]12

.

mm

F=F+F


[image: image304.wmf]2

r

Рис

.

2

.

1

1

r

3

r

1

e

2

e

1

r

2

r

A

B

0

e

·

·

q

+

q

-

1

j

Как следует из закона полного тока   
[image: image191.wmf]l
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, рассмотренного применительно к уединенному линейному проводнику с током I (рис.2.13), вектор напряженности магнитного поля в любой точке на расстоянии r от оси проводника определяется соотношением
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Соответственно, вектор магнитной индукции в той же точке
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 Магнитный поток 
[image: image195.wmf]F

, неизменный в пределах трубки, ограниченной окружностями радиусов 
[image: image196.wmf]1
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 и 
[image: image197.wmf]2
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 (рис.2.14), являющимися в данном случае силовыми линиями, определяется следующим образом:
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где s – любое сечение трубки, в том числе и поперечное, расположенное в аксиально- радиальной плоскости. В каждой точке поперечного сечения s рассматриваемой трубки (рис.2.14) 
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 Поэтому магнитный поток трубки 
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[image: image201.wmf] Полученное соотношение может быть распространено на системы проводов с токами, представленные на рис.2.12.
Магнитный поток 
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F

 пронизывающий часть контура, рас​положенную в среде 
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 (рис.2.15) в свою очередь состоит из трех потоков, порождаемых токами 
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каждый из которых определяется соотношением (32):
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В соотношении (33) предполагается, что токи 
[image: image207.wmf]12
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направ​лены в одну сторону, знаки же и величины токов определяются из выражений (31).
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Магнитный поток 
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 пронизывающий расположенную в среде 
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 оставшуюся часть контура (рис.2.16), образованного прямым и обратным проводом линии, состоит из трех потоков, порождаемых токами 
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, каждый из которых определя​ется соотношением (32):
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              (34)       
Выражения (33) и (34) позволяют определить величину индук​тивности единицы длины рассматриваемой линии
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2.2.1.2 Определение взаимной индуктивности двух линий (Рис.2.17).
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На рис.2.17 представлены две линии 1-1’ и  2-2’, проводники которых находятся в различных средах. Для определения взаимной индуктивности этих линий достаточно принять одну из них  (например линию 1-1’) активной  (задавшись в ней произвольным током 
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)  и определить порожденный этими токами магнитный поток взаимоиндукции Ф12, пронизывающий контур, образованный прямым и обратным провода​ми второй  (пассивной ) линии 2-2’.

Тогда, с учетом того, что проводники второй линии образуют один виток
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Поскольку среда, в которой расположены активная  и пассивная линии, неоднородна,  для расчета магнитного поля, обусловленного токами активной линии, целесообразно воспользоваться методом зеркальных изображений, 
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учитывающим неоднородность среды посредством двух расчетных моделей «б» и «в»  (рис.2.18) с фиктивными токами (31), расположенными симметрично относительно границы раздела сред.
В соответствии с методом зеркальных изображений
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Порядок определения потоков 
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 и 
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ничем не отличается от вышерас-смотренного определения потоков самоиндукции. Взаимный магнитный поток 
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, пронизывающий часть рамки пассивной линии 2-2’, находящейся в среде 
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 (рис.2.19), определяется как совокупность потоков, обусловленных токами  
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В соотношении (36) предполагается, что токи 
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направлены в одну сторону, а их знаки и величины определяются из выражений (31).

Магнитный  поток
[image: image224.wmf]2
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, пронизывающий располо​женную в среде 
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 (рис.2-20) оставшуюся часть кон​тура, образованного прямым и обратным проводом второй линии, состоит из трех потоков, обусловленных токами 
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каждый из которых определяется со​отношением (32):
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В выражении (37) предполагается, что токи 
[image: image229.wmf]21
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направлены в одну сторону, знаки же и величины то​ков определяются из соотношений (31). Выражения (36) и (37) позволяют определить величи​ну взаимной индуктивности единицы длины рассматриваемых линий 
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2.2.1.3 Определение емкости двухпроводной линии (Рис.1.5)
Емкость единицы длины линии определяется соотношением
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Для того, чтобы определить межпроводную емкость, достаточно задаться произвольным значени​ем линейной плотности заряда 
[image: image232.wmf]*
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 на проводах, рассчитать электрическое поле в окрестности линии и определить потенциалы проводов, обусловленные этим электрическим полем. Поскольку проводники  линии находятся в различных диэлектрических сре​дах, для расчета поля целесообразно воспользоваться методом зеркальных изображений, учитывающим неоднородность среды посредством двух расчетных моделей с однородными средами 
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 и 
[image: image234.wmf]2
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 (рис.2.21), в которых  расположены симметрично относительно границы раздела сред фиктивные заряды:
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                                    (38)
Если считать, что поперечные размеры проводов ничтожно малы по сравнению с межпро​водным расстоянием, для расчета электрического поля и определения потенциалов проводов мож​но воспользоваться методом наложения, рассматривая проводники как заряженные оси.
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При этом потенциал каждого из проводов будет определяться совокупностью трех потенциалов (рис.2.21), обусловленных исходными зарядами линии и их зеркальными изображениями.

Как известно из курса физики, напряжен-ность электрического поля в произвольной точке, удален​ной на расстоянии r от заря-женной оси (рис.2.22), может быть определена по теореме Гаусса  
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 рассмотренной в применении к замкнутой ци​линдрической поверхности S, коаксиальной с заряженной осью и проходящей через иссле​дуемую точку. Учитывая, что на боковой поверхности этого цилиндра  
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 и Е = const, а на торцовых поверхностях цилиндра 
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В результате, в любой точке, отстоящей на расстоянии r от заряженной оси,
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                                                      (39)
Потенциал электрического поля, обусловленного зарядом на оси, связан с электрической напряжен​ностью соотношением
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из которого следует,
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                                       (40)
где с - постоянная интегрирования.
Соотношение (40) может быть распространено на расчетные модели, представленные на рис.2.21. В соответствии с принципом наложения потенциал 
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 провода, находящегося в среде с диэлектрической проницаемостью 
[image: image245.wmf]1
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      (рис.2.21б) будет определяться совокупностью потенциалов, обусловленных осевыми зарядами 
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            (41)
В соотношении (41) с1 - результирующая для рассматриваемой среды постоянная интегрирова​ния.
Аналогично вышеизложенному, потенциал 
[image: image248.wmf]2
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 провода, находящегося в среде с диэлектриче​ской проницаемостью 
[image: image249.wmf]2
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 (рис.2.21в) будет определяться совокуп-ностью потенциалов, обусловлен​ных осевыми зарядами 
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В соотношении (42) с2 - результирующая для рассматриваемой среды 
постоянная интегрирова​ния. Непрерывность потенциала на границе раздела сред предполагает равенство постоянных ин​тегрирования c1 и с2. С учетом этого, выражение для емкости рассматриваемой линии примет вид:
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В соответствии с принципом наложения, напряженность электрического поля в той или иной точке в окрестностях линии будет определяться по одной из расчетных моделей (рис.2.21б, либо рис.2.21в в зависимости от местонахождения точки) как векторная сумма трех электрических напряженностей, обусловленных каждым из осевых зарядов в отдельности. При этом величины и направления этих напряженностей должны определяться по соотношению (39).

2.2.1.4 Определение проводимости между полусферическими заземлителями (рис.2.23)
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Для определения проводимости между заземлите​лями достаточно задаться токами 
[image: image253.wmf]II
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 (рис.2-23), рассчитать электрическое поле в окрестностях заземлителей и найти напряжение между ними
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где "1" и "2" - любые точки на поверхностях перво​го и второго заземлителей, соответственно. С учетом эквипотенциальности  объемов заземлителей в качестве пути интегрирования целесо​образно рассматривать  кратчайшее расстояние между точками «m» и «n»  (ось ОХ), на котором 
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. В результате, напряжение между заземлителями определится выражением:
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                                   (43)
В соотношении (43) 
[image: image257.wmf]1
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 - электрическая напряженность в среде с удельной электропроводностью  
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 - электрическая напряженность в среде с удельной электропроводностью 
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Искомая проводимость между полусферическими заземлителями определится как 
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Поскольку заземлители находятся в различных проводящих средах, для расчета поля целесообразно воспользоваться методом зеркальных изображений, учитывающим неоднородность среды посредством двух расчетных моделей (рис. 2.24) с фиктивными сферическими источниками тока
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                                    (44)
расположенными в однородных средах симметрично относительно границы раздела проводящих сред. (В соотношениях (44) учтено, что при устранении неоднородности относительно горизонтальной границы раздела проводящей и непроводящей сред полусферические заземлители превращаются в сферические, а токи источников, при этом, удваиваются). Если диаметры заземлителей существенно меньше расстояний между ними, расчет электрического поля и определение потенциалов заземлителей  можно вести с использованием принципа наложения в предположении, что размеры заземлителей бесконечно малы. При этом электрическая напряженность в каждой из проводящих сред  (рис.2.24б и рис.2.24в) будет определяться векторной суммой электрических напряженностей, обусловленных
соответствующими токами растекания.
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Принцип непрерывности электрического тока  
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 применительно к расположенному в однородной проводящей среде уединенному сферическому заземлителю с подтекающим к нему током I (рис.2.25) преобразуется в соотношение
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                        (45)
в котором 
[image: image266.wmf]пр

d

r

- вектор плотности тока в проводнике заземления, а 
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 - поперечное сечение этого провода, 
[image: image268.wmf]d

r

 - вектор плотности тока растекания, а  s - поверхность концентричной с шаровым заземлителем сферы произвольного радиуса R .  В поперечном сечении заземляющего провода 
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Вследствие симметрии рассматриваемого электрического поля, во всех точках сферы радиуса R (за исключением сечения заземляющего провода) плотность тока растекания постоянна по величине и 
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 Поэтому выражение (45) принимает вид:
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Практически 
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 Поэтому можно полагать, что 
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 При этом допущении из (46) следует, что
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                                     (47)
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Рис.2.26


С учетом (47) и  принципа наложения электрическая напряженность 
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( в  произвольной точке с координатой х (рис.2.26) в среде с удельной проводимостью 
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, определится совокупностью трех напряженностей, обусловленных током каждого из заземлителей в отдельности
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               (48)
Аналогично, как следует из рис.2.27, электрическая напряженность 
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Рис.2.27


в произвольной точке с координатой х в среде с удельной проводимостью 
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 определится  выражением:
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                 (49)
Соотношения (48) и (49) позволяют определить напряжение между заземлителями 
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и, вслед за этим, найти искомую проводимость.
2.2.1.5 Определение шагового напряжения (рис.2.28) 
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При подсчете шагового напряжения необходимо иметь в виду по какой из проводящих сред (с удельной электропроводностью γ1 или γ2) перемещается объект. Если объект перемещается по поверхности среды с электропроводностью γ2 (как показано на рис.2.28), необходимо рассматривать расчетную модель (рис.2.27) с однородной средой γ2, электрическая напряженность на поверхности  которой определяется выражением (49). В результате, шаговое напряжение на поверхности рассматриваемой среды определится соотношением
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Если объект перемещается по поверхности среды с электропроводностью γ1,  необходимо рассматривать расчетную модель (рис.2.26) с однородной средой γ1, электрическая напряженность на поверхности  которой определяется соотношением (48). В этом случае шаговое напряжение на поверхности рассматриваемой среды определится выражением
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2.2.2 Расчет электростатического поля методом конечных элементов с использованием пакета программ ELCUT – студенческий.
В связи с ограничением числа узлов в сеточной модели студенчес-
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	Рис2.29


кой версии ELCUT расчет полевой задачи целесообразно проводить в объеме, ограниченном силовыми линиями и эквипотенциалями. Как известно, линии симметрии в объеме поля всегда являются либо силовыми, либо эквипотенциальными. Если эквипотенциаль (поверхность электрода) образует угол (рис.2.29), то силовая линия из вершины угла совпадает с биссектрисой этого угла.
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	Рис. 2.30


С учетом вышеизложенного, линии при x = 0  и y = 0 расчетной модели (рис.2.30), взятой в качестве примера, являются силовыми.

Вследствие этого, картина поля  во всех квадрантах, ограниченных осями координат x и y, и электродами конденсатора будет идентична. Поэтому имеет смысл в качестве расчетной модели рассматривать одну четвертую поперечного сечения конденсатора, представленного на рис. 2.31. В данной модели ребра nm и fk являются эквипотенциальными.
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	Рис.2.31


При заданном напряжении U между электродами конденсатора одному из ребер, (например fk) присваивается потенциал 
[image: image291.wmf]0
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, а другому (nm) потенциал 
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. При этом, граничные условия на ребрах nf и mk , являющихся силовыми линиями, выполняются автоматически. 

Решение полевых задач с помощью программы ELCUT проводится в следующей последовательности: 
1. Выбор типа решаемой задачи (электростатика, магнитостатика и т.п.). 

2. Выбор класса задачи (плоская или осесимметричная). 
3. Создание геометрической модели (своего рода чертежа объекта). 

4. Задание свойств материалов (электропроводность, магнитная проницаемость, и т.д.). 

5. Задание граничных условий (величины потенциалов поля на границах расчетной области, значения зарядов на границах и т.д.). 

7. Построение сетки конечных элементов. 

8. Решение задачи. 

9. Обработка результатов решения (построение цветовых карт, графиков изменения переменной по какому либо контуру, расчет интегральных значений и т.п.) 

Пошаговая методика расчета двухмерных полей с использованием программы ELCUT 4.2 изложена в [3]. Руководство пользователя программы ELCUT 5.8 представлено в [4].
Перед тем, как рассчитывать электростатическое поле методом  конечных элементов, рекомендуется ознакомиться с учебным видеофильмом по практическому использованию программы ELCUT [5].
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